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は,水深が無限大の場合の周期的な深水波に対してはSimmen& Saffman [9], Choi [3]
ら,有限水深の場合の周期的な波に対してはTeles da Silva&Peregrine [10], Okamoto
&Shōji [7], Vanden‐Broeck [11] らにより行われた.Okamura&Oikawa [8], Francius&
Kharif [4] らは,Euler 方程式の解の安定性を数値的に調べた.これらの一連の数値的研
究により,シアー流が存在すると水面波の波形は大きく変化し,波面が巻き込む定常進行
波(overhanging waves) が発生する場合があることがわかった (4節Fig.8参照). このと




















(a) The z‐plane (z=x+\mathrm{i}y) (b) The \tilde{f}‐plane (f= $\phi$+\mathrm{i} $\psi$)
Fig.l Surface waves on a linear shear current.
(a) the physical plane (the z‐plane) and (b) the complex velocity potential
\tilde{f}‐plane. In the \tilde{f}‐plane, the water surface y =  $\eta$(x) is mapped onto





動を,波と一緒に移動する座標系で考える.波の山 \mathrm{C} の下の静水面を原点とする (x, y)
座標平面を考え,波は左方向に進むとする.このとき,線形シアー流の速度場 (u_{0}, v_{0}) は
次式で与えられる.
u_{0} = c+ $\omega$ y and v_{0} = 0 (1)
ここで,  $\omega$ は実定数を表す.この流場の渦度  $\Omega$_{0} は





u = u_{0}+\hat{u} = c+ $\omega$ y+\hat{u}\\
v = v_{0}+\hat{v} = \hat{v}
\end{array}\right. (3)
このとき,非粘性非圧縮流体の2次元的運動において渦度は保存される,すなわち
 $\Omega$ = \displaystyle \frac{\partial v}{\partial x}-\frac{\partial u}{\partial y} = $\Omega$_{0} = - $\omega$ (4)
したがって,速度場 (3) の摂動部分 (\hat{u},\hat{v}) の渦度 \hat{ $\Omega$} は




u = u_{0}+\hat{u} =  $\omega$ y+\~{u} & \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} u\tilde{}=c+\^{u}\\
v = v_{0}+\hat{v} = \tilde{v} & \mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h} \tilde{v}=\hat{v}
\end{array}\right. (6)
のように表すと, (\tilde{u},\tilde{v}) の渦度もゼロ , すなわち
\displaystyle \frac{\partial\tilde{v}}{\partial x}-\frac{\partial\tilde{u}}{\partial y} = 0 (7)
となるので, (\tilde{u},\tilde{v}) は複素速度ポテンシヤル \tilde{f}=\tilde{ $\phi$}+\mathrm{i}\tilde{ $\psi$} を用いて次のように表すことが
できる.
\displaystyle \frac{\mathrm{d}\tilde{f}}{\mathrm{d}z} = \tilde{u}(x, y)-\mathrm{i}\tilde{v}(x, y) (8)
ここで, z=x+\mathrm{i}y \ovalbox{\tt\small REJECT}は複素座標を表し, \tilde{u}, \tilde{v}, \tilde{ $\phi$}, \tilde{ $\psi$} の間には次のように関係がある.
\left\{\begin{array}{ll}
\~{u}(x, y) = c+\^{u}(x, y) & = \frac{\partial\tilde{ $\phi$}}{\partial x} = \frac{\partial\tilde{ $\psi$}}{\partial y}\\
\tilde{v}(x, y) = \hat{v}(x, y) & = \frac{\partial\tilde{ $\phi$}}{\partial y} = -\frac{\partial\tilde{ $\psi$}}{\partial x}
\end{array}\right. (9)
一方,非圧縮性流体の2次元運動 (u, v) は流れ関数  $\phi$ を用いて
 u=\displaystyle \frac{\partial $\psi$}{\partial y} and v=-\displaystyle \frac{\partial $\psi$}{\partial x} (10)
のように表すことができる.この流れ関数  $\psi$ と渦無し運動を表す流れ関数 \tilde{ $\psi$}={\rm Im}\{f\} の
関係は次式で与えられる.
 $\psi$ = \displaystyle \frac{1}{2} $\omega$(y+h)^{2}+\tilde{ $\psi$} (11)
水底 y=-h と水面雪 = $\eta$ では  $\psi$ は一定であるので,
 $\psi$(y=-h) = -$\Psi$_{1} (= const.) and  $\psi$(y= $\eta$) = 0 (12)
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とする.このとき,
\displaystyle \int_{-h}^{ $\eta$}udy = \int_{-h}^{0}u_{0}\mathrm{d}y = (c-\frac{1}{2} $\omega$ h)h (13)
と
\displaystyle \int_{-h}^{ $\eta$}u\mathrm{d}y = \int_{-h}^{ $\eta$}\frac{\partial $\psi$}{\partial y}\mathrm{d}y = $\Psi$_{1} (14)
より,波の進行速度 c と $\Psi$_{1} の関係
$\Psi$_{1} = (c-\displaystyle \frac{1}{2} $\omega$ h)h (15)
を得る.
水底と水面の境界条件は,それぞれ
v = 0 at y=-h (16)
と Bernoulli の定理
\displaystyle \frac{1}{2}(u^{2}+v^{2})+9 $\eta$ = R at y= $\eta$(x) (17)
により与えられる.(17) の g は重力加速度を, R は実定数を表す.
2.2 Euler 方程式の数値解
Teles da Silva &Peregrine [10], Okamoto &Sho‐ji [7], Vanden‐Broeck [11] らは,2.1節
の定式化のもとで支配方程式 (Euler方程式) を近似せずに,すなわち波長や振幅に対す
る仮定はせずに,数値的に解く方法を開発した [10, 7, 11]. Fig.2は波長  $\lambda$ と水深  h の
比が  $\lambda$/h=20 のときの波形を,Teles da Silva &Peregrine [10] の方法にしたがい求めた
計算例を表す.この図より,シアー流の渦度  $\Omega$=- $\omega$ と波の振幅の増加とともに波形は
大きく変化し,Fig.2(c) のように波面が巻き込む解 (overhanging solutions) が得られる場
合があることがわかる.Fig.3はシアー流の渦度の値を固定 ($\omega$^{*}= $\omega$/\sqrt{g}/ $\lambda$=11) して,
波長と水深の比  $\lambda$/h を変えたときの波形の変化を表している.波長の増加とともに,波
面の巻き込みが小さくなることがわかる.
( \mathrm{a}) $\omega$^{*}=0 ( \mathrm{b} ) $\omega$^{*}=5.5 ( \mathrm{c}) $\omega$^{*}=11
Fig.2 Computed results of wave profile for the full Euler equations.
The vorticity $\Omega$_{0} = - $\omega$ of the linear shear current is changed with the
wavelength‐to‐depth ratio fixed to  $\lambda$/h=20. $\omega$^{*}= $\omega$/\sqrt{g}/ $\lambda$.
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(a)  $\lambda$/h=20 (b)  $\lambda$/h=30 (C)  $\lambda$/h=40
Fig.3 Computed results of wave profile for the full Euler equations.
The wavelengh‐to‐depth ratio  $\lambda$/h is changed with the vorticity  $\Omega$_{0}=- $\omega$
of the hnear shear current fixed to  $\omega$^{*}=11. $\omega$^{*}= $\omega$/\sqrt{g}/ $\lambda$.
2.3長波に対する物理平面における強非線形・弱分散性モデル
水深に対して波長が十分長い (  h/ $\lambda$ が小さい) 場合,水平方向の微分  h\partial/\partial x が小さい
ことを仮定できる.このことを利用して,Benjamin[1] と Choi[2] は,水面変位  $\eta$= $\eta$(x)
に対する次のような強非線形弱分散性モデルを導いた.
(\displaystyle \frac{\mathrm{d} $\eta$}{\mathrm{d}x})^{2} = R( $\eta$)($\eta$_{\mathrm{C}}- $\eta$)( $\eta-\eta$_{\mathrm{B}}) (18)
ここで, $\eta$_{\mathrm{B}} と $\eta$_{\mathrm{C}} は波の谷 \mathrm{B} と山 \mathrm{C} における水面変位を, R( $\eta$)=3Q_{1}( $\eta$)/Q_{2}( $\eta$) は次式
により与えられる  $\eta$ に関する有理関数を表す.
 Q_{1}( $\eta$) = \displaystyle \frac{1}{F_{h}^{2}\cdot h^{3}}(\frac{ch}{$\Psi$_{1}})^{2}( $\eta$+h)-\frac{1}{($\eta$_{\mathrm{B}}+h)($\eta$_{\mathrm{C}}+h)}+\frac{1}{12}(\frac{ $\omega$}{$\Psi$_{1}})^{2}( $\eta$+h)( $\eta$+$\eta$_{\mathrm{B}}+$\eta$_{\mathrm{C}}+3h)
Q_{2}( $\eta$) = \displaystyle \{1+\frac{1}{2}\frac{ $\omega$}{$\Psi$_{1}}( $\eta$+h)^{2}\}^{2} with F_{h}=c/\sqrt{gh}
(19)
Fig.4は波長  $\lambda$ と水深  h の比が  $\lambda$/h=20 のときの強非線形・弱分散性モデル (18) の解
の波形を数値的に求めた計算例を表す.シアー流の渦度  $\Omega$=- $\omega$ と波の振幅の増加とと
もに波形は変化しているが,(18) では水面変位  $\eta$ が水平座標  x の1価関数であること仮
定しているので,Fig.2で観察された波面が巻き込む解 (overhanging solutions) は得られ
ない.
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yh \displaystyle \frac{y}{h} \displaystyle \frac{y}{h}
( \mathrm{a}) $\omega$^{*}=0 ( \mathrm{b}) $\omega$^{*}=0.5 ( \mathrm{c}) $\omega$^{*}=1
Fig.4 Computed results of wave profile for the full nonlinear and
weakly dispersive model (18) in the physical plane (the z‐plane).
The vorticity $\Omega$_{0} = - $\omega$ of the linear shear current is changed with the
wavelength‐to‐depth ratio fixed to  $\lambda$/h=20. $\omega$^{*}= $\omega$/\sqrt{g}/ $\lambda$.
3複素速度ポテンシャル \tilde{f} 平面における定式化と強非線形弱分散性モデル
3.1流場の等角写像
(11) と (12) より,水底 y=-h と水面 y= $\eta$(x) における \tilde{ $\psi$} は次のように与えられる.
\tilde{ $\psi$}(y=-h) = -$\Psi$_{1} and \tilde{ $\psi$}(y= $\eta$) = -\displaystyle \frac{1}{2} $\omega$( $\eta$+h)^{2} (20)
したがって,物理平面 (z平面) の流場は,等角写像を用いて \tilde{f} 平面に Fig.1(b) のよう
に写すことができる.波長  $\lambda$ が水深  h に比べて十分長い (  h/ $\lambda$ が小さい) とき, \tilde{f} 平面
における1周期分の領域は細長い ( $\Psi$_{1}/$\Phi$_{1} が小さい) と考えられる.シアー流がない場
合,  h/ $\lambda$ と  $\Psi$_{1}/$\Phi$_{1} の関係は次式で与えられる [6] .
\displaystyle \frac{$\Psi$_{1}}{2$\Phi$_{1}} = \frac{h}{ $\lambda$}+\frac{1}{2$\Phi$_{1}}\int_{-$\Phi$_{1}}^{$\Phi$_{1}}\frac{ $\eta$}{ $\lambda$}\mathrm{d}\tilde{ $\phi$} (21)
したがって, \tilde{f} 平面では,長波に対して \tilde{ $\phi$} 方向の微分 $\Psi$_{1}\partial/\partial\tilde{ $\phi$} が小さいことを仮定でき
る.次節では,このことを利用した \tilde{f} 平面における長波近似を考える.
3.2 \tilde{f}平面における強非線形弱分散性モデル
\tilde{f} 平面において複素座標 z=z(f) は解析的で,水底 \tilde{ $\psi$}=-$\Psi$_{1} を中心に次のように展
開できる.
z(\tilde{f}) = z(\tilde{ $\phi$}+\mathrm{i}\tilde{ $\psi$})
= z(\tilde{ $\phi$}-\mathrm{i}$\Psi$_{1}+\mathrm{i}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1}))
= \displaystyle \sum_{k=0}^{\infty}[\frac{1}{k!}\{\mathrm{i}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})\}^{k}\frac{\mathrm{d}^{k}}{\mathrm{d}$\phi$^{k}}]z(\tilde{ $\phi$}-\mathrm{i}$\Psi$_{1})\vee\check{x}(\tilde{ $\phi$})-\mathrm{i}h
= \displaystyle \check{x}(\tilde{ $\phi$})-\mathrm{i}h+\mathrm{i}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})\frac{\mathrm{d}\check{x}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}}-\frac{1}{2}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})^{2}\frac{\mathrm{d}^{2}\check{x}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}^{2}}-\mathrm{i}\frac{1}{3!}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})^{3}\frac{\mathrm{d}^{3_{\check{X}}}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}^{3}}+\cdots
(22)
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ここで, \check{x}(\tilde{ $\phi$})=x(\tilde{ $\phi$},\tilde{ $\psi$}=-$\Psi$_{1}) . したがって, x と y は \tilde{f} 平面において,それぞれ次の
ように展開できる.
\left\{\begin{array}{l}
x(\tilde{ $\phi$},\tilde{ $\psi$}) = \check{x}(\tilde{ $\phi$})-\frac{1}{2}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})^{2}\frac{\mathrm{d}^{2}\check{x}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}^{2}}+\frac{1}{4!}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})^{4}\frac{\mathrm{d}^{4}\check{x}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}^{4}}+\cdots\\
 y(\tilde{ $\phi$},\tilde{ $\psi$}) = -h+(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})\frac{\mathrm{d}\check{x}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}}-\frac{1}{3!}(\tilde{ $\psi$}+$\Psi$_{1})^{3}\frac{\mathrm{d}^{3}\check{x}}{\mathrm{d}$\phi$^{3}}+\cdots
\end{array}\right. (23)
水面 \tilde{ $\psi$}=\tilde{ $\psi$}(y= $\eta$) では  y= $\eta$ であることと,(23) の逐次近似を利用して, \mathrm{d}\check{x}/\mathrm{d}\tilde{ $\phi$} は次
のように展開できる.
\displaystyle \frac{\mathrm{d}\check{x}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}} = \frac{ $\eta$+h}{\tilde{ $\psi$}_{0}( $\eta$)}+\frac{1}{6}\{\tilde{ $\psi$}_{0}( $\eta$)\}^{2}\frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}^{2}}(\frac{ $\eta$+h}{\tilde{ $\psi$}_{0}( $\eta$)})+\cdots (24)
ここで,
\displaystyle \tilde{ $\psi$}_{0}( $\eta$) = \tilde{ $\psi$}(y= $\eta$)-\tilde{ $\psi$}(y=-h) = $\Psi$_{1}-\frac{1}{2} $\omega$( $\eta$+h)^{2} (25)
これらと,
\displaystyle \tilde{u}-\cdot\tilde{v} = (\frac{\mathrm{d}z}{\mathrm{d}\tilde{f}})^{-1} = \frac{x_{\tilde{ $\phi$}}-\mathrm{i}y_{\overline{ $\phi$}}}{x_{\overline{ $\phi$}^{2}}+y_{\overline{ $\phi$}^{2}}} (26)
を用いて水面の境界条件 (17) を変形し,長波に対して \tilde{ $\phi$} 方向の微分 $\Psi$_{1}\partial/\partial\tilde{ $\phi$} が小さいと
いう仮定のもとで高次の項を無視すると,次のような近似方程式を導出できる.
($\Psi$_{1}\displaystyle \frac{\mathrm{d} $\eta$}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}})^{2} = (\frac{ $\eta$+h}{\tilde{ $\psi$}_{0}^{*}( $\eta$)})^{2}R( $\eta$)($\eta$_{\mathrm{C}}- $\eta$)( $\eta-\eta$_{\mathrm{B}}) (27)
ここで, R( $\eta$)=3Q_{1}( $\eta$)/Q_{2}( $\eta$) は (19) により与えられ, \tilde{ $\psi$}_{0}^{*}( $\eta$) =\tilde{ $\psi$}_{0}( $\eta$)/$\Psi$_{1} (27) を解
く ことにより  $\eta$ = $\eta$(\tilde{ $\phi$}) が得られるが,物理平面における波形を求めるためには水面に
おける水平方向の座標 x=x(\tilde{ $\phi$},\tilde{ $\psi$}=\tilde{ $\psi$}(y= $\eta$(\tilde{ $\phi$})) =x(\tilde{ $\phi$}) が必要である.水面における
x=x(\tilde{ $\phi$}) は,(23) の第1式と (24) より得られる次式を用いて求めることができる.
$\Psi$_{1}\displaystyle \frac{\mathrm{d}x}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}} = \frac{ $\eta$+h}{\tilde{ $\psi$}_{0}^{*}( $\eta$)}-\frac{1}{3}\{\tilde{ $\psi$}_{0}^{*}( $\eta$)\}^{2}$\Psi$_{1}^{2}\frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}\tilde{ $\phi$}^{2}}(\frac{ $\eta$+h}{\tilde{ $\psi$}_{0}^{*}( $\eta$)}) (28)
(27) の導出では振幅の大きさに関する仮定はしていないので,(27) を \tilde{f} 平面における強
非線形弱分散性モデルとよぶ.(27) では水面変位  $\eta$ が  x ではなく \tilde{ $\phi$} の関数であること
が,(27) と物理平面における強非線形・弱分散性モデル (18) の違いである.
3.3 \tilde{f}平面における強非線形弱分散性モデル (27) の数値計算例
\tilde{f} 平面における強非線形弱分散性モデル (27) を用いて求めた波形の数値計算例を,
Fig.5と Fig.6に示す.Fig.5は波長と水深の比を  $\lambda$/h=20 に固定して,シアー流の渦度
の値を変えたときの波形の変化を表している.渦度の増加とともに波形は大きく変化し,
Fig.5(c) のように波面が巻き込む解 (overhanging solutions) が得られる場合があること
がわかる.この波形の変化はEuler方程式の計算結果 (Fig.2) と定性的に一致し,物理
平面 (z平面) における強非線形弱分散性モデル (18) ではとらえることができなかっ
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た現象である.Fig.6はシアー流の渦度の値を固定 ($\omega$^{*}= $\omega$/\sqrt{g}/ $\lambda$=1) して,波長と水
深の比  $\lambda$/h を変えたときの波形の変化を表している.波長の増加とともに波面の巻き込
みが小さくなる傾向はEuler方程式の計算結果 (Fig.3) と定性的に合っている.
\displaystyle \frac{y}{h} yh yh
( \mathrm{a}) $\omega$^{*}=0 ( \mathrm{b}) $\omega$^{*}=0.5 ( \mathrm{c}) $\omega$^{*}=1
Fig.5 Computed results of wave profile for the full nonlinear and
weakly dispersive model (27) in the \tilde{f}‐plane.
The vorticity $\Omega$_{0} = - $\omega$ of the linear shear current is changed with the
wavelength‐to‐depth ratio fixed to  $\lambda$/h=20. $\omega$^{*}= $\omega$/\sqrt{g}/ $\lambda$.
yh yh yh
(a)  $\lambda$/h=20 (b)  $\lambda$/h=30 (c)  $\lambda$/h=40
Fig.6 Computed results of wave profile for the full nonlinear and
weakly dispersive model (27) in the \tilde{f}‐plane.
The wavelengh‐to‐depth ratio  $\lambda$/h is changed with the vorticity  $\Omega$_{0}=- $\omega$






いるので,比較的振幅の大きな波に対しても適用できる.また,水面変位  $\eta$ を速度ポテ
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ンシャル \tilde{ $\phi$} の関数として表しているので,従来の物理平面で導かれた強非線形弱非線
形モデル (18) より適用範囲が広い.例えば,提案モデルでは Fig.5のような波面が巻き
込む解 (overhanging solutions) が得られる場合があることを数値計算で示した.
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